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cap! °|U| Metode generale folosite in

geometrie pentru rezolvarea
problemelor

1. Metoda sintezei

Cuvantul sintezd vine din grecescul synthesis, care inseamna strangerea intr-un intreg a
partilor componente care au fost despartite. In logica, sinteza este o metoda de ratio-
nament care constd in faptul ca desfasurarea gandirii se face de la simplu la compus sau
de la cunoscut la necunoscut. Demonstratia in care se porneste de la propozitii parti-
culare spre propozitii generale se numeste demonstratie sintetica (metodd inductiva
sau prin sintezd). In acest tip de demonstratie se porneste de la curoscut spre necunoscut,
adicd pornind de la o propozitie despre care stim ci este adevéaratd, deducem propozitii
care, de asemenea, sunt adevarate si ultima este cea care trebuie demonstrata. Asadar,
in aceastd metoda, gdndirea elevului este dirijatd pentru a se rdspunde la intrebarea:
Daca stiu ..., ce pot sa aflu?

1.1. Metoda sintezei in rezolvarea problemelor de calcul

Prin probleme de calcul intelegem acele probleme care cer gésirea unor valori nume-
rice atunci cand se cunosc anumite date. Dacd méarimile din problema nu sunt exprimate
prin numere, rezultatul obtinut se exprimd, in mod general, printr-o formula. Problemele
de calcul se impart in:

a) exercitii si probleme cu continut geometric, dar pentru rezolvarea cérora se cere

cunoasterea rezolvarii problemelor tip din aritmeticd;

b) probleme care, pentru a le gasi rezultatul, cer folosirea mai multor propozitii legate

intr-un rationament.

Rezolvarea exercitiilor nu cere din partea celui ce le face un efort mare de gandire,
constructia unor rationamente complicate, ci numai cunoasterea temeinica a regulilor,
a formulelor sau a teoremelor studiate. Desi rezolvarea exercitiilor dezvoltd prea putin
gandirea logica, ele au o importantda mare pentru studiul geometriei deoarece, pe de o
parte, contribuie la formarea priceperilor si deprinderilor pentru a aplica cunostintele teo-
retice in rezolvarea problemelor, ceea ce constituie, de fapt, primul pas in aplicarea
teoriei in practica, iar pe de altd parte, formeazi, incetul cu incetul, increderea in for-
tele proprii.

Prin metoda sintezei o problema de calcul se rezolva astfel: se iau doud date cu-
noscute ale problemei intre care existd o legaturd si cu ajutorul lor se formuleazi o
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problema ce ne di posibilitatea si calculim valoarea celei de-a treia marimi, care devine
astfel cunoscuti. Se iau apoi alte doud date cunoscute (fie date prin enuntul problemei,
fie calculate anterior) §i cu ajutorul lor se formuleazi o problema, care rezolvati ne di
valoarea unei alte mirimi. Se procedeaza in acest mod pana gasim tocmai valorile
marimilor ce se cer in problems,

Observdm ci uneori ne putem folosi si de o singuri dati a problemei, daci ea este
legatd de o formuld cunoscuti mai demult. Alteori putem lua, in loc de doui date, mai
multe date daci intre ele existi o legdtura in asa fel incat s3 putem formula cu ajutorul
lor o problema simpla.

in concluzie, aceastd metodi se poate folosi cu succes la o problemi care necesita
aplicarea directd a unei teoreme Invétate sau cAnd avem destule indicatii care si ne
conduci spre rezultatul cerut.

Aplicim metoda sintezei in rezolvarea urmatoarelor probleme de calcul.

PROBLEMA 1

Se da piramida SABC, in care baza este un triunghi isoscel avand laturile 4B = AC =
=82 ¢cm, BC = 36 cm, iar muchia S4, perpendiculari pe planul bazei, are o lungime de
20 cm. Prin varful 4 se duce un plan care intersecteaza muchiile SB si SC in punctele
M si N, care sunt, respectiv, mijloacele lor. Se cere s se afle:

1°) aria totals a piramidei;

2% volumul piramidei;

3% aria sectiunii A MN;

4% tangenta unghiului pe care il face fata SBC cu planul bazei.

SOLUTIE

Construim figura, apoi ne fixim atentia asupra primei
intrebari. Deoarece aceasta cere si aflim aria totald a
piramidei (fig. 1), trebuie si gdsim ariile tuturor fetelor,
apoi sa le adunim.

1°) Trebuie s aflim aria bazei cu datele 82 cm, 36 cm

si vom formula o problema prin rezolvarea cireia si
calculdm inalfimea triunghiului ABC.

a) Dacd in triunghiul isoscel BAC se cunoaste baza
BC =36 cm si latura 4C = 82 cm, se cere si se cal-
culeze inaltimea triunghiului dusi din varful A pe
baza BC.

in triunghiul isoscel 4BC, ducem indlfimea AD, si se

formeaza doud triunghiuri dreptunghice egale, in care cu-
noastem ipotenuzele si céte o catetd, deci:

AD? =4C? — pC?

AD* =827 - 18%= (82 + 18)(82 — 18) =100 — 64

AD = J100-64 =80 cm.

Formuldm o altd problema, a cirei intrebare trebuie s3 aibi in vedere raspunsui
cdutat la prima chestiune.
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b) In triunghiul BAC se cunoaste baza BC = 36 cm si indltimea 4D = 80 cm. Si se
afle aria triunghiului 4BC.
o= 2ot P08 g

* 2 2

In cele ce urmeaza vom calcula aria triunghiului SAB, adica:

¢) In triunghiul dreptunghic SAB se da cateta AB = 82 cm si AS = 40 cm. Si se cal-
culeze aria lui.

A4B-4S _ 82-20
2 2
Deoarece triunghiul dreptunghic SAC este congruent cu triunghiul dreptunghic

SAB, cele doud triunghiuri avand catetele respectiv congruente, rezulti ci aria triun-

ghiului SAC este egala cu aria triunghiului S4B, deci: .- = 820 cm?,

Pentru calcularea ariei triunghiului SBC ne trebuie inaltimea. Unim pe S cu D si
observdm cd segmentul de dreaptd SD este chiar indltimea triunghiului SBC, adici
SD L BC. Acest fapt se vede imediat aplicand teorema celor trei perpendiculare.

Intr-adevir, dreapta SA4 este perpendiculara pe planul bazei. Prin ipoteza, AD este
perpendiculard pe BC ca inaltime in triunghiul isoscel ABC, deci SD 1 BC.

Pentru a calcula 1néltimea SD, observam ca ea este ipotenuza in triunghiul dreptun-
ghic SAD, in care catetele se cunosc.

d) In triunghiul dreptunghic SAD: AD= 80 cm; S4 = 20 cm. Si se calculeze SD.
SD* = AS* + AD?
SD? = 20* + 80° = 400 + 1600 = 2000

SD = 204/5 cm.

e) In triunghiul SBC se di baza BC = 36 cm si iniltimea SD = 20~/5 cm. S se cal-
culeze aria lui.

Asup = = 820 cm’.

BC-SD _ 36-20V5
2
f) Asadar, in piramida SABC, ariile fetelor sunt: .2/, = 820 cm?, s = 820 e,

Ssge = 3605 cm? §i Az = 1440 cm’.
Se cere sd se calculeze aria totala.
/=820 + 820 + 1440 + 3603/5 = 3080 + 360+/5 cm’.
2°) Pentru a afla volumul piramidei S4BC formuldm urmatoarea problema simpla.
g) In piramida SABC se cunosc aria bazei egala cu 1440 cm’ si iniltimea S4 = 20 cm.
Sa se calculeze volumul ei.
v e -4 _ 1440-20
3 ,
3°) Sectiunea AMN este un triunghi. Pentru a afla aria lui ne trebuie baza si inalti-
mea dusd din varful 4 pe baza MN.
h) Dacé in triunghiul SBC se dd BC = 36 cm, iar punctele M si N sunt mijloacele
muchiilor SB i, respectiv, SC, calculim lungimea segmentului MN astfel:

= 360\/§ cm’.

lspe =

= 9600 cm’.
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MN este linie mijlocie in triunghiul SBC, deci avem:

M= = 2 5 o
2 2

1) Deoarece intersectia diagonalelor paralelogramului SMDN (ND | SM, MD || SN)
este punctul £, rezulti ci ME = EN.
Pe de alti parte, AE este indltime in triunghiul 4 MN isoscel (AM = AN). Pentru a

calcula lungimea segmentului AE, observim ci el este mediand in triunghiul dreptun-
ghic SAD, deci:

AE= — ="~ = 10./5cm.
% 2 \/—

j) In triunghiul AMN cunoagtem lungimea bazei MN = 18 cm si Tndltimea AF =
=10+/5 cm. S se calculeze aria lui.

MNZ-AE . 18-120\/5 &

4% Unghiul pe care il face fata SBC cu planul bazei ne este dat de unghiul plan al
acestui diedru.

Doarece dreapta SD este perpendiculari pe BC si AD este perpendiculara pe BC,
unghiul ADS este unghiul plan al diedruluj dat.

Pentru a calcula tangenta acestui unghi vom aplica functii trigonometrice in triun-
ghiul dreptunghic SAD, deoarece avem 4D = 80 cm §14S =20 cm. Deci:

Ly =

PROBLEMA 2
Un trunchi de con are generatoarea egala cu 25 cm, aria sectiunii medii egald cu

1190,25 m cm’ si aria sectiunii axiale egald cu 1656 cm’. Si se afle volumul trunchiului de
con.

SOLUTIE

Mai intai construim figura.

Se cunosc: generatoarea BC = 25 cm; aria cercului egald cu 1190,25 ©t cm?; aria
trapezului isoscel ABCD egali cu 1656 cm?.

Se cere volumul trunchiului de con (fig. 2).

Pentru a gasi volumul trunchiului de con, vom
calcula mérimile de care avem nevoie.

Cunoscénd aria sectiunii medii, putem formula o
problemd simpla, din care si aflim raza acestei sec-
tiuni astfel:

1. Aria cercului O este egald cu 1190,25 n cm?
Care este raza lui?

n- OH’=1190,25 &

OH = /1190,25 =345 cm.




METODE DE REZOLVARE A PROBLEMELOR DE GEOMETRIE 13

Raza cercului de centru O este linie mijlocie in trapezul EFBC. Prin urmare:
2. Cunoscand care este linia mijlocie a unui trapez, sa se afle suma bazelor lui:
EC+FB
e 5

2
Deoarece bazele trapezului EFBC sunt razele cercurilor de baza ale trunchiului de
con, urmeaza cd avem:
r+R=2-345=69 cm.
Astfel deducem ci suma bazelor trapezului (sectiunii axiale) este:
DC + AB=2r +2R =138 cm.
3. Folosind aria sectiunii axiale si rezultatul de la punctul 2, putem calcula inalti-
mea trunchiului de con, formuladnd urméatoarea problema simpla:
Aria unui trapez este egald cu 1656 cm’ si suma bazelor lui, 138 cm. Care este indl-
timea trapezului?
DC + AB

- EF = 1656

Inlocuind suma bazelor cu valoarea ei, avem:

1—32—§ - EF = 1656; 69 - EF = 1656; EF= 1—2576 =24 cm.

A

ins3 iniltimea trapezului ABCD este si ndltimea trunchiului de con, deci:

EF =24 cm este inal{imea trunchiului de con.

Daca din punctul C cobordm o perpendiculard pe baza, se obtine triunghiul dreptun-
ghic BCL.

4. Daci in triunghiul dreptunghic BCL se cunosc ipotenuza BC = 25 cm i cateta
CL = 24 cm, se cere sa se afle cateta BL.

Folosind teorema lui Pitagora, avem:

BI? = BC? - CL? Blf =25 04"
BIL?> =625 — 576 = 49 BL= /49 =7 cm

Insa BL reprezinta diferenta razelor, deci: R—r=1.
5. Stiind ca suma razelor este egald cu 23 cm si diferenta lor egald cu 7 cm, sa se
afle razele.
R+r=23 R—r=1, deunde
2R =30 R=15cm r=15-7=8cm
Putem acum calcula volumul trunchiului de con, formuldnd urmétoarea problema:
6. Un trunchi de con are razele bazelor egale, respectiv cu 15 cm si 8 cm, si indlfi-
mea cu 24 cm. Si se afle volumul lui. Pentru a calcula volumul trunchiului de con,
aplicim urmatoarea formula:

e E:;)—I(R2 +7° + Rr), de unde:
o n-24 g
Y. decon = (225 + 64 +120) =8 - 4097 = 3272n cm’.

3
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1.2. Metoda sintezei in rezolvarea problemelor de demonstratie

In problemele de demonstratie se urmareste si se Justifice daci o afirmatie pe care am
formulat-o mai Tnainte, referitoare la o proprietate a unei figuri geometrice, este adevi-
rata sau nu.

Intr-o problema de demonstratie la geometrie se consideri o figurd despre care se
spune ca poseda proprietitile a si se cere sa demonstram ci poseda si proprietitile B.

Propozitia care ne spune ci figura dati poseda proprietitile o poarti numele de
ipoteza, iar propozitia care ne spune cd figura dati poseda proprietatile B poartd nu-
mele de concluzie. Cu alte cuvinte, intr-o problemi de demonstratie se cere si aritim
cd, daci pentru o figuri este adevirats ipoteza, este adevirati si concluzia.

Pentru a intelege mai bine demonstratiile din urmatoarele exemple in care se arati
cum se aplicd metoda sintezei in rezolvarea problemelor de demonstratie, amintim pe
scurt cdteva chestiuni din geometrie privind orientarea segmentelor, precum si notiuni
legate de fransversale (chestiunile legate de orientarea segmentelor urmeazi si fie
detaliate in una dintre metodele particulare de rezolvare a problemelor de geometrie, gi
anume in metoda vectoriala din capitolul II, secfiunea 6).

Segmente orientate

Lungimea unui segment 4B poate fi parcursa de un mobil plecand fie de la 4 inspre
B, fie de la B spre 4 (fig. 3).

x 4 __, B y
- ——
fig. 3 g

1 Intr-un caz si in celalalt, mobilul a strabatut aceeasi distantd, insi, deoarece mig-
carea s-a facut intr-un sens si a doua oari in alt sens, s-a convenit si se considere
segmentul parcurs de la stinga spre dreapta, pozitiv si cel parcurs de la dreapta spre
stinga, negativ.

Atunci, daci notim lungimea segmentului 4B cu x, avem: AB = +x si: BA = —x, de
unde: 4B + BA = 0. Segmentele de acest fel se numesc segmente orientate. Pentry a
deosebi segmentele orientate de cele neorientate, vom folosi urmitoarea notatie: seg-
mentele orientate le vom scrie cu o liniuta deasupra, cele neorientate firi liniut3, de

exemplu: AB segment orientat; AB segment neorientat.

Semnele rapoartelor
Dacd 4, B, C sunt trei puncte luate pe axa xy (fig. 4), atunci se formeazi seg-
mentele: 4B, BC, AC. Raportul a doui segmente este considerat pozitiv daci amandoui

. . AB BA . ek
sunt luate in acelasi sens, de exemplu: E =y sau —6—_1; = u, u > 0, si negativ cand

. BA 4B
segmentele nu sunt orientate la fel, de exemplu: — =—y sau — = —q.
BC CB
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—_

fig. 4

Transversale

Orice dreapta care intersecteaza toate laturile unui triunghi, considerand si prelungirile
lor, se numeste transversald. Cele trei puncte de intersectie ale transversalei cu laturile
triunghiului pot fi considerate ca originea segmentelor ale caror extremitdti sunt var-
furile triunghiului situate pe aceeasi latura.

O transversald intersecteazi interior doud din laturile unui triunghi si una in pre-
lungire. Dacéd transversala inter-
secteazd interior doud din laturile B
unui triunghi §i una in prelungire,
atunci doud rapoarte sunt negative
si unul pozitiv, deci produsul celor
trei rapoarte este totdeauna pozitiv.

Rapoartele £~ si ﬁ sunt nega-
NB =~ MA

.. PA 3
tive, iar raportul == este pozitiv,
PC

deci si produsul lor este pozitiv (fig.

Daci transversala intersecteazd
prelungirile laturilor unui triunghi,
atunci toate rapoartele sunt pozi-

tive: %, s 5 PC (fig. 6).
MB NC PA
Produsul rapoartelor formate din
segmente care au aceeasi orientare

va fi pozitiv.

PROBLEMA 1

Fie AABC. Orice transversali a triunghiului determina pe laturile lui trei puncte care le
impart in rapoarte al caror produs este +1. (Teorema lui Menelaus)

SOLUTIE
Cazul 1
Daci M, N, P sunt punctele unde transversala intersecteazd laturile AABC, atunci
. MA PB NC
trebuie si aritim cd; — - =——=— =+1

MB PC NA
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a) Deoarece in relatie avem rapoarte, putem sa plecim de la cunostintele referitoare

la aseminarea triunghiurilor. Pe figurd nu sunt triunghiuri asemenea; aceasta in-
seamnd ca trebuie si le construim,

A

Daci ducem din C paralela CD la latura AB, observim ci s-au format mai multe
triunghiuri asemenea.

b) Folosind teorema fundamentals a asemanarii pentru triunghiurile asemenea PCD

$1 BPM, avem:

PB BM
1 s = 4=

PC CD

¢) Dar ACND ~ AMNA, deoarece «NCD = A4 (alterne interne); «NDC = +AMN
(alterne interne). Atunci putem scrie proportionalitatea laturilor:

5 HE_ .08
N4 MA

d) Inmultind egalititile 1 $1 2 membru cu membru, obtinem:

3 E.E:(+EJ.[_2]:_@=E.
PC N4 CD MA M4 MA

e) fnmultind egalitatea 3 cu raportul % , obtinem:

MA PB NC MA MB

4' _.=-—=—=_-==+1_
MB PC NA MB M4
Cazul IT
Demonstrim aseminitor si in B

cazul cand transversala intersecteaza
prelungirile laturilor triunghiului dat.

Deci, fie triunghiul 4BC si o
transversald oarecare care determinj
pe prelungirile laturilor punctele M,
N, P (fig. 8).




